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1247 eller telefon 0732-025566 under skrivtiden.

Kursadministratör: Frida Höglander, ankn. 4435,
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Tentamen TFYA78 Molekylfysik, TEN1, 10 januari 2025.

1. a) Vad innebär kvantisering i kvantmekaniken, och hur uppkommer det? [2p]

b) En observabel kan anta vissa möjliga värden. Hur skiljer sig väntevärdet
av observabeln fr̊an medelvärdet av alla möjliga värden? [2p]

2. En elektron som rör sig i en dimension p̊a intervallet 0 ≤ x ≤ ∞ kan beskrivas
med v̊agfunktionen ψ(x) = e−αx.

a) Normera v̊agfunktionen ψ(x). [1p]

b) Vad är medelvärdet av elektronens position? [2p]

c) Vad händer med medelvärdet om intervallet för v̊agfunktionen utvidgas till
−∞ ≤ x ≤ ∞? [1p]

3. En tv̊adimensionell harmonisk oscillator rör sig i potentialen (k reell konstant):

V (x, y) =
kx2

2
+ 2ky2

a) Beräkna möjliga energiegenvärden för en partikel i potentialen. [2p]

b) Tre elektroner placeras i potentialen; beräkna grundtillst̊andets energi. [2p]

4. Den normerade v̊agfunktionen

ψ(x) =

√

30

L5
x(L− x)

används som approximativ v̊agfunktion för grundtillst̊andet för en partikel i
en endimensionell l̊ada med längden L.

a) Är ψ(x) en egenfunktion till rörelsemängdsoperatorn p̂x? [1p]

b) Använd ψ(x) för att beräkna energin för en partikel med massan m, och
ange avvikelsen (i %) fr̊an det riktiga värdet. [3p]

5. Cyklopropenylradikalen, C3H3 (se figuren) är cyklisk med ett väte
bundet till varje kol.

a) Beräkna energiniv̊aerna hos π-elektronsystemet i Hückel-
approximationen, och ge svaret i termer av Coulomb- och resonans-
integralerna α och β. [2p]

b) Rita energiniv̊aerna och ange hur dessa är ockuperade, samt beräkna den
totala π-bindningsenergin och delokaliseringsenergin. [2p]

Ledning: Det polynom som erh̊alls vid lösning av a) p̊a traditionellt vis har
heltalsrötter |x| ≤ 3, varav en rot är dubbel. B̊ade α och β < 0.

6. För att beräkna projektionen av en spinnvektor p̊a z-axeln används operatorn
ŝz, och för s = 1/2 kan denna skrivas med hjälp av en Paulimatris σ̂z, s̊a att
ŝz =

h̄
2
σ̂z . Beräkna egenvärden sz och egenvektorer ψsz till ŝz, där

σ̂z =

(

1 0
0 −1

)

och ψsz =

(

a
b

)



Lösningsförslag, Tentamen TFYA78 Molekylfysik, 10 januari 2025.

1. a) Kvantisering i kvantmekaniken innebär att energi endast kan anta vissa
diskreta värden. Kvantiseringen uppst̊ar genom att ett system begränsas i
rummet (matematiskt genom att introducera randvillkor).

b) Väntevärdet är ett medelvärde av alla utfall där varje utfall är viktat med
sannolikheten att f̊a detta värde vid en mätning.

2. a) Ansätt en ny v̊agfunktion ψ′(x) = Nψ(x):

1 =

∫

|ψ′(x)|2dx =

∫

+∞

0

N2e−2αxdx =
N2

2α
⇒ N =

√
2α

och den normerade v̊agfunktionen är ψ′(x) =
√
2αe−αx.

b) Medelvärdet 〈x〉 ges av

〈x〉 =
∫

ψ∗x ψ dx =

∫

∞

0

√
2αe−αxx

√
2αe−αxdx = 2α

∫

∞

0

xe−2αxdx =

/ använd t.ex. integral för xeax ur Physics Handbook /

= 2α

[

e−2αx

−2α

(

x+
1

2α

)]

∞

0

= 2α

(

1

2α

(

1

2α

))

=
1

2α

c) ψ(x) är inte längre normerbar, och inte längre en acceptabel v̊agfunktion,
om x→ −∞. N̊agot medelvärde kan d̊a inte bestämmas.

3. a) Ansätt en lösning med separerade variabler, s̊a att ψ(x, y) = X(x)Y (y).
Efter insättning i Schrödingerekvationen kommer vi att kunna separera denna i
tv̊a liknande Schrödingerekvationer för harmoniska oscillatorer, i x- respektive
y-led. Kraftkonstanten för svängningen i y-led är fyra ggr större än den i x-
led, men eftersom ω =

√

k/m innebär det att svängningsfrekvensen i y-led är
dubbelt s̊a stor som frekvensen i x-led, vilket ger lösningar med energierna

{

Enx
= (nx +

1

2
)h̄ω

Eny
= (ny +

1

2
)h̄2ω

nx = 0, 1, 2, ...
ny = 0, 1, 2, ...

Möjliga energiegenvärden ges av den totala energin, dvs

Enx
+ Eny

= (nx + 2ny +
3

2
)h̄ω

b) Med tv̊a elektroner i varje tillst̊and, kommer tv̊a elektroner att vara i
tillst̊andet E00 och en i det näst lägsta tillst̊andet, vilket blir E10:

Egrund = 2E00 + E10 = 2

(

3

2

)

h̄ω +

(

1 +
3

2

)

h̄ω =
11

2
h̄ω

4. a)

p̂x = −ih̄ d
dx

; p̂xψ = −ih̄ d
dx

√

30

L5
x(L− x) = −ih̄

√

30

L5
(L− 2x) 6= pxψ

ψ(x) är allts̊a inte en egenfunktion till p̂x.

(ψ är inte heller är en lösning till Schrödingerekvationen (testa!).)

(forts.)



(forts.)

b) I l̊adan är partikeln en fri partikel, s̊a att V (x) = 0, s̊a

< Ĥ >=

∫

ψ∗Ĥψdτ =

/

Ĥ = − h̄2

2m

d2

dx2

/

=
30

L5

∫ L

0

x(L−x)
(

− h̄2

2m

)

(−2)dx =

= −2
30

L5

h̄2

2m

∫ L

0

(Lx− x2)dx = −2
30

L5

h̄2

2m

L3

6
= 5

h̄2

mL2

Det exakta värdet ges av energin i grundtillst̊andet för partikeln i l̊adan:

E0 =
h̄2π2

2mL2
= 4,935

h̄2

mL2

Skillnaden i % blir d̊a 100 × (5-4,935)/5 =1,3 %.

5. a) Sekulardeterminanten för cyklopropenylradikalen är

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α− E β β
β α−E β
β β α− E

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 ⇒
/

x =
α− E

β

/

⇒

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x 1 1
1 x 1
1 1 x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= x3−3x+2

Med ledningen provar man sig enkelt fram till att x = 1 och x = −2 är rötter,
och om en är dubbel, s̊a skall endera (x − 1)2(x + 2) eller (x − 1)(x + 2)2 ge
ekvationen ovan ⇒ x1,2 = 1 och x3 = −2
x = 1 = (α−E)/β ⇒ E = α− β (tv̊afaldigt degenererad);

x = −2 = (α− E)/β ⇒ E = α + 2β

b) Ockupation enligt figuren ger π-bindningsenergin (α− β) + 2×
(α+2β) = 3(α+β), och detta är samma energi som för lokaliserade
elektroner (jfr. eten), s̊a delokaliseringsenergin = 0.

6. Vi ska lösa egenvärdesproblemet

ŝzψsz = szψsz ⇒ h̄

2

(

1 0
0 −1

)(

a
b

)

= sz

(

a
b

)

Detta problem har lösningar om (I är enhetsmatrisen):

det(ŝz−szI) =
∣

∣

∣

∣

h̄
2
− sz 0
0 − h̄

2
− sz

∣

∣

∣

∣

= (
h̄

2
−sz)(−

h̄

2
−sz) = −(

h̄

2
−sz)(

h̄

2
+sz) = 0

d.v.s. sz = ± h̄
2
, vilket allts̊a är möjliga utfall av mätning av spinnvektorns

projektion p̊a z-axeln. För sz = + h̄
2
f̊ar vi egenvektorn ψsz via:

h̄

2

(

1 0
0 −1

)(

a
b

)

=
h̄

2

(

a
b

)

⇒ h̄

2

(

a
−b

)

=
h̄

2

(

a
b

)

Detta kan bara vara uppfyllt om b = 0, men a är d̊a godtycklig. Vanligen
normerar man vektorn ψsz , och d̊a blir a = 1 (krävs inte för full poäng...).
P̊a samma sätt ger lösning för sz = − h̄

2
att a = 0, och b godtycklig, och efter

normering f̊ar vi b = 1, och den kompletta lösningen:

sz = +
h̄

2
⇒ ψsz =

(

1
0

)

och sz = − h̄
2
⇒ ψsz =

(

0
1

)


