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Video 6-1 : Väteliknande atomer

Z = atomnummer,
kärnladdningen

Lösningarna till väte(liknande)atomer är av särskilt intresse eftersom

• Enelektronsystem är analytiskt lösbara.
• De används för att beskriva strukturen i flerelektronatomer.

Den potentiella energin ges av Coulombpotentialen: V = − Ze2

4πε0r
, och Hamiltonianen blir d̊a:
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Överg̊a till reducerad massa, µ = memZ
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, s̊a blir SE:
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V = V (r) är oberoende av (θ, ϕ) s̊a att ψ (och därmed även SE) är separabel:

ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ)

Lösningarna till den vinkelberoende delen av SE är klotytefunktionerna Yl,ml
(θ, ϕ).

Lösningarna till den radiella delen av SE är de radiella v̊agfunktionerna.



Fr̊an Fö 5: De vinkelberoende lösningarna

Med ansatsen Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ) blir den vinkelberoende delen
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Eftersom V.L. och H.L. är oberoende (de har inga gemensamma variabler) måste b̊ada leden
vara konstanter. L̊at b̊ada sidorna ha värdet m2

l . H.L. blir d̊a:

m2
l = −

1

Φ(ϕ)

d2Φ(ϕ)

dϕ2
⇒ Φ′′(ϕ) +m2
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Denna ekvation har samma form som den för en partikel p̊a en ring, med lösningar

Φ±(ϕ) = A±e
±imlϕ , ml = 0,±1,±2, ...

För V.L. ger kravet att θ är ändlig och ψ(θ) periodisk att β = l(l + 1), l = 0, 1, 3, ...
och att ml = 0,±1,±2, ...,±l. Insättning av β i relationen ovan ger
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Klotyte-
funktioner
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Video 6-2 : Den radiella v̊agekvationen

Variabelseparation ger SE i radiell led:
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Veff

(rR(r)) = E(rR(r)), r > 0

Veff best̊ar av Coulomb-potentialen (attraktiv) och centrifugalpotentialen (repulsiv).

Ekvationen har lösningar:
Rn,l(r) = Nn,lρ
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n+1 e
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na0
, a0 =

4πε0~
2

mee2
≈ 0,53 Å (Bohrradien) , En = −

Z2µe4

32π2ε20~
2n2

, n = 1, 2, 3, ...

För givet n är l = 0, 1, 2, 3, ..., n− 1 (n st.)

L2l+1
n+1 är de associerade/generaliserade Laguerre-polynomen:
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Video 6-2 : Den effektiva potentialen, Veff
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Effektiv potential i centralkraftfält (för Z = 1)

Exempel: låt l = 1,

Vad kan vi säga om

rörelsen för olika 

energier E ?

E3

E2

E1

r1 r2 r3r4

E2 : Elektronen är 

begränsad till

r2 < r < r3 , dvs en 

elliptisk bana.

E1 : Elektronen rör sig 

på radien r = r4 , dvs 

en cirkel.
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E3 : Elektronen är 

obunden, och är 

på avståndet r > r1

från kärnan.

(Obunden för alla 

värden på E > 0)

Om energin E är känd kan vi bestämma rörelsens max-

och minradier utan att veta något annat om rörelsen.



Effektiv potential i centralkraftfält (för Z = 1)

Låt l = 1, vad kan vi säga om rörelsen vid energi E2 ?

E2

r2 r3

E2 : Elektronen är 

begränsad till

r2 < r < r3 , dvs en 

elliptisk bana.

Vid r2 och r3 är E = E2 = Veff (r) och den kinetiska 

energin = 0. Är hastigheten noll i dessa punkter? 

NEJ! Figuren beskriver enbart rörelsen i radiell led!

r är avståndet från origo!



Effektiv potential (klassiskt)
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De radiella vågfunktionerna Rn,l



Radiella 
vågfunktioner
Rn,l

R10

R20

R21

R30

R31

R32

Radiella 
fördelnings-
funktioner 
r2| Rn,l |

2

OBS! 
Inte | Rn,l |

2



Radiella vågfunktioner Radiella fördelningsfunktioner

...anger slh att hitta elektronen i ett

volymselement, d.

...anger slh att hitta elektronen i ett
radieintervall, [r, r+dr].
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6-4 Atomorbitaler (AO)

En atomorbital (AO) är en en-elektron-v̊agfunktion bestämd av kvanttalen (n, l,ml), som
definierar ett bundet tillst̊and med diskreta (kvantiserade) energiniv̊aer.

n = 1, 2, 3, ... Huvudkvanttalet, bestämmer energin En, fr̊an lösningen av den radiella
v̊agfunktionen. Alla orbitaler med samma n bildar ett elektronskal:

n = 1 2 3 ...
K L M ...

l = 0, 1, 2, ..., n− 1 Rörelsemängdsmomentkvanttalet, ger storleken hos rörelse–
mängdsmomentet |L̄| =

√

l(l + 1)~. Orbitaler med samma (n, l) bildar ett subskal:

l = 0 1 2 3 ...
s p d f ...

ml = −l,−l + 1, ..., 0, ..., l Magnetkvanttalet, ger z-komponenten av L̄: Lz = ml~.

För varje AO finns dessutom tv̊a möjliga spinntillst̊and, definierade av spinnkvanttalet s = 1
2

och spinnmagnetkvanttalet ms.

Om energin E överstiger jonisationsenergin s̊a lämnar elektronen atomen
→ fria tillst̊and (energikontinuum, ingen kvantisering).



Video 6-3 : Spinn

L̄ = r̄ × p̄ Orbitalt rörelsemängdsmoment
S = Iω Inre rörelsemängdsmoment – spinn

Alla partiklar har ett spinnkvanttal s

Fermioner (partiklar som utgör materia, t.ex. e−, p+, n) har s = 1
2.

Bosoner (kraftbärande elementarpartiklar, t.ex. fotoner) har s = 1.

Spinn hanteras matematiskt som alla andra kvantmekaniska rörelsemängdsmoment.
T.ex. gäller för en elektron:

s =
1

2
(spinnkvanttal), |S̄| =

√

s(s + 1)~

ms = −s, ...,+s = ±
1

2
(spinnmagnetkvanttal), Sz = ms~ = ±

~

2

ms = +1
2 α ↑, ’spinn upp’

ms = −1
2 β ↓, ’spinn ner’



Atomorbitaler



Hur ser en orbital ut?
Illustrationer
av dz2
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Beror inte totala energin på rotationskvanttalet, l ?

Eb

Ea

Den totala energin 

bestäms enbart av 

huvudkvanttalet n, som 

avgör vilka l som är 

möjliga.

En kan sedan fördelas 

på kinetisk och 

potentiell energi.

För E < Ea kan l bara 

vara 0, då är 

huvudkvanttalet n = 1.

2 4

2 2 2 2

032

1,2,3,...

0,1,..., ( 1)

n

Z e
E

n

n

l n



 
= −

=

= −

För E < Eb kan l bara 

vara 0 eller 1, då är 

huvudkvanttalet n = 2.



Väteatomens energinivåer
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Video 6-5 : Överg̊angar och urvalsregler

De möjliga elektronenergierna i t.ex. väteatomen ges av En = − Z2µe4

32π2ε20~
2n2

, n = 1, 2, 3, ...

En elektron i en orbital (n, l,ml) kan göra en överg̊ang till ett annat tillst̊and (n′, l′,m′
l)

genom att energi tillförs eller avges, t.ex. via energiutbyte med en foton.

Fotoner har spinn (s = 1) och bevarande av rörelsemängdsmomentet gör att bara vissa
överg̊angar är till̊atna (möjliga), vilket ger upphov till urvalsregler.

För överg̊angar i väteliknande atomer stipulerar dessa att

∆l = ±1, ∆ml = 0,±1



Video 6-5 : Överg̊angsdipolmomentet

Sannolikheten för en överg̊ang mellan tv̊a tillst̊and är proportionell mot kvadraten av
överg̊angsdipolmomentet µfi:

µfi =

∫

ψ∗
f µ̂ψidτ

där f indikerar sluttillst̊andet och i initialtillst̊andet, och dipolmomentoperatorn

µ̂ = e
∑

j

r̄j

erh̊alls efter summering över alla laddningar. För ett infallande elektriskt fält i z-riktningen
använder vi projektionen av µ̂ p̊a z-axeln, µ̂z.

Urvalsreglerna följer ur beräkning av µfi, p̊a s̊a sätt att

µfi = 0 ⇒ förbjuden överg̊ang
µfi 6= 0 ⇒ till̊aten överg̊ang



Tillåtna övergångar för väteatomen

Våglängder i Å

8065 cm-1 = 1 eV

Urvalsregler:

l = ± 1

ml = 0, ± 1

Obs! 

Spinnkvanttalet   

kan inte ändras i 

en övergång, så 

ms = 0.



Vätes spektrallinjer
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RH = 109677 cm-1

(Rydbergs konstant)

n1
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Grotriskt diagram 
(termdiagram) för 
övergångar i 
väteatomen.

Tjockare linjer 
motsvarar övergångar 
med större 
sannolikhet.



Jonstorlek – Väteliknande atomer

Relativ fördelning av den mest

sannolika radien för 1s-elektroner

i väteliknande (en-elektron-) atomer.

* 0a
r

Z
=
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