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Fo 5. Rotation och rorelsemangdsmoment

e Rotation i planet (2D).

e Vagfunktioner for " partikel pa ring” och "partikel i lada”.
e Rotation i rymden (3D), klotytefunktionerna.

e Vektormodellen for rorelsemangdsmoment.

e Rymdkvantisering.



Repetition: Video 5-1 : Rotation i planet

Enkel atom

< m, > m. = betrakta
enbart elektronens rorelse
(kring fixerad kérna).

Diatomar molekyl

Molekylen roterar kring
"> masscentrum. Betrakta
m, den relativa rorelsen hos en
av massorna =
Reducerad massa : y = el
my + me

Om rotationen sker utan hinder kan
rorelsen beskrivas som rotation av massan
1t kring origo med V' = 0 och pa konstant
avstand r. SE blir da:

R (0%Y(x,y) 0%z y)\
_Q,u( Ox? i Oy? >rr0_E¢<x’y)

Byt till poldra koordinater (z,y) ~ (7, ):

0x?  Oy? s Op?

n? 0*P(e)
_QILLT(% (9@2 _E'QD(QO)




Repetition: Fran Video 5-1 & Video 5-2 : Rorelsemangdsmoment i 2D

SE for rotation i planet:

W 0MY(p)
2uré  0p?

= Ey(p)

Denna SE har losningarna

1 |
Vilp) = =

V21

@ ar entydig endast om

Y(p) =Y +27) = elmi2m _ q

Upptyllt for alla heltal m; =0, 1, 2, ...

[nsétting (av t.ex ¢, ) i SE ger

o hem3 B hem3

2 20
KT

my =0, 41,42, ...

Rotationskinetisk energi

P E B rotation 1 B L_z
2] / wy-—planet / 2]

Kvantmekaniskt galler

h hTo
L T
P=x TP )

Kravet pa periodicitet (galler alla vagor pa
ringen, aven klassiska!) ger att

nmy\ = 2mr
2 h
LZ:/)\: Wo/zi PO
my 27T
L2 mik?
2 21

= B, =

my =0, 41,42, ...



Partikel i lada & partikel pa ring

A
0, O<x<L
Vix)=
o, x<0,x>L
X) =
0 L w0, ¥R
Lat lddan ha samma langd som
cirkelns omkrets; L = 2nR
W E
n m
4 — — +2

Modellsystem:

\/\/\

Modellsystem:

Ar ringen mer stabil
— 0 an den linjara?




Repetition: Video 5-3 : Rorelsemangdsmoment 1 3D

N AN AN

T Uy z
L=rxp=|ryryr.|=Lx+Ly+L.2=
Pz Py P
= (ryp. — pyr) T+ (rope — pora) Y + (rupy — Pary) 2

Motsvarande kvantmekaniska operatorer bildas helt analogt:
(OBS! (2,9, 2) ar enhetsvektorer, alla andra”-storheter ar operatorer!)

iy oz o=
L=ixp=|f ty P | =L+ l+1:= 1 p=—ihy o=
Pz Dy D- ete.

— _ih [(ypz T pyz> X+ (Zﬁx T ﬁzx) :&

+
A o o A ) ) A )
7} ( 6‘2 Z@y) ly 1h (Zé‘x x@z) [ 1h (xé’y



Repetition: Video 5-3 : Rorelsemangdsmoment i 3D (forts.)

I planpolara koordinater fas [ = —iha%

[ sfariska koordinater blir rorelsemangdsmomentets komponenter

A r - . .
( l, = —ih (y% _ Za%) {r. 0,0} [, = —th | —sin 9% — cot 0 cos @%)
\ Zy = —1ih (z% — x%) = X iy = —ih ( cos gp% — cot # sin gp%)
I o0 _ .0 r =70 2 :
\ lz = —h (xay yax) \ lz — —th %)

Dessa komponenter ar komplementara, och kommuterar inte:

Iy, 1) =il [l,,l.]=ihl,  [l.,1,] =ihi,

N

Eftersom le, Ly, I r parvis komplementara, kan vi (enligt Heisenbergs osikerhetsrelation)
bara bestamma en komponent hos L i taget!

Utgaende fran uttrycken for komponenterna, verkar det som en bra idé att bestamma l;, och
alltsa att alltid lagga z-axeln i den riktning vi vill bestamma projektionen av L.



Rotation 1 3D

SE for r = rg blir i sfiriska koordinater, och med vagfunktionen ¢ = Y (6, ¢):

2
i (1 aSiHHa—I— L0 )Y(@,@)ZEY(Q,QO)

; 2ury \sin 600 0 sin® 0 0%p?

o 2T2E
1&t5: urogs 21K

—— = 55 , multiplicera bada leden med sin” § och separera variabler:

2
sin 9% (Sin 9%) Y + Bsin®0Y = —88—9025/

V.L. beror bara av 6, H.L.. beror bara av ¢ = Y (0, ¢) maste vara en produkt av tva
oberoende funktioner Y (0, ) = ©(0)d(p) for att kunna gélla for alla (6, o).

[nséttning av Y (6, ) = ©(0)P(p) ger en ny ekvation i O(f) och ®(¢), utan partiella
derivator:

1 d*d(p)
Do) dy?

2[FE
=T

1
0 sin Qdie (Sin 9%) O(f) + Bsin”f = —



Rotation i 3D (forts.)

(samma ekvation igen:)

1 od (. d 1 d20(p) OIE
9<9>81n de(sm d@) ()‘FﬁSlH? ) d? 5 -
2 9

Eftersom V.L. och H.L. ar oberoende (de har inga gemensamma variabler) maste bada leden
vara konstanter. Lat bada sidorna ha virdet m7. H.L. blir da:

1 d*®(p)
m? = — = d"(p) +mid(p) =0

Denna ekvation har samma form som den for en partikel pa en ring, med losningar
Di(p) = Ape™™?  my=0,+1,42, ...

For V.L. ger kravet att 6 ar andlig och ¢ (@) periodisk att 8 =1(l +1),1 =0,1,2, ...
och att m; =0, &1, £2, ..., £[. Insattning av 3 i relationen ovan ger
G L?

— 1) = — L?=hI1(+1) och |L|=hy/ 1
57 2]l(l—l—) T REl(l+ 1) och |L| = hI(l+1)




Vektormodellen for rorelsemangdsmoment

For ett kvantmekaniskt rorelsemangdsmoment kan z
vi kinna till dess storlek (|L|* kan beriknas ur en-
ergin), och en av dess komponenter, t.ex. [,.

Om L? och L. ér kinda, men inte [, och l,, bety-
der det att vi vet rorelsemangdsmomentets storlek,
och dess projektion pa en riktning (som vi valjer att
ldgga i z-riktningen). For varje projektion [, ligger
vektorn L nagonstans pa en kon.

[ exemplet till hoger ar [ =2 =

my = 0,41, 42 1
+
Méjliga varden pa [, ges av [, = myh — -
och |L| ar fixt for givet [: = 0
.= —2h,—h,0,h 2k | i

L] =h/I(l+1)=h-245




Vektormodellen for rorelsemangdsmoment (forts. )

Observera:

o ’l_)’ > [, vilket betyder att L aldrig ar riktad i z-riktningen (om
det vore sa skulle bade [, = [,, = 0 och [, vara entydigt bestamda).

e Det ar inget "magiskt” med z-riktningen. Ur kvantmekaniken
foljer att vi kan bestamma ‘L‘ och dess projektion langs en rikt-
ning, och av praktiska skal valjer man z-riktningen.

[ klassisk fysik ar rorelsemangdsmomentet L en rorelsekonstant, men i kvantmekaniken, dér
riktningen hos L ar okand kan vi inte saga att vektorn konserveras, daremot konserveras
egenvirdena till L? och ..



Rymdkvantisering

my ar begransad till 2/ 4 1 olika vérden. Eftersom m; avgor orien-
teringen hos L, innebar det att

e Rotationsplanet bara kan anta vissa riktningar

e Orienteringen hos en roterande kropp ar kvantiserad (relativt t.ex.
ctt magnetfilt, eller annan extern referens).

m; som "magnetkvanttal”?

Om den roterande partikeln éar laddad (t.ex. en e™) ger den upphov till
ctt inducerat magnetfalt vid rotationen, och dess storlek i z-riktningen

Bind X Lz — mgh

sa att m; avgor storleken pa det inducerade magnetiska faltet, och
Bi,q blir da ocksa kvantiserat.




[=2

|m)|

Klotytefunktioner

h;
E=1(l+1)—
( )2]

L] =JI(I+1)h

[ ger storleken hos ||,

m; ger dess riktning

(/:s projektion pa z-axeln).

Table 9.3 The spherical harmonics

L om Y,,(60
(1 1/2
0 0 —
L 4n
3 \NZ
1 0 4— cos 6
)
5 12
+1 "-'F[— sin @ e*?
STC)
5 N2
2 0 (F (3 cos’6—1)
T
15\]!2
+1 1[— cos Osin 6 e*'?
8?13)
15 \1/2 .
+2 —— | sin?@e*2?
\ 32T
/ 7 1/2
30 — | (5c0s°8—3cos 6)
16m )
41 N2
+1 ?[EJ (5 cos?0— 1)sin B¢
T
12
105 .
2 [?J SiHZBCOS Geiz@
T
12
35 .
+3 i(—] sin’@ e3¢

641






