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Fö 5: Rotation och rörelsemängdsmoment

• Rotation i planet (2D).

• V̊agfunktioner för ”partikel p̊a ring” och ”partikel i l̊ada”.

• Rotation i rymden (3D), klotytefunktionerna.

• Vektormodellen för rörelsemängdsmoment.

• Rymdkvantisering.



Repetition: Video 5-1 : Rotation i planet

Enkel atom

mp ≫ me ⇒ betrakta
enbart elektronens rörelse
(kring fixerad kärna).

Diatomär molekyl

Molekylen roterar kring
masscentrum. Betrakta
den relativa rörelsen hos en
av massorna ⇒

Reducerad massa : µ =
m1m2

m1 +m2

Om rotationen sker utan hinder kan
rörelsen beskrivas som rotation av massan
µ kring origo med V = 0 och p̊a konstant
avst̊and r. SE blir d̊a:
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Repetition: Fr̊an Video 5-1 & Video 5-2 : Rörelsemängdsmoment i 2D

SE för rotation i planet:
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Denna SE har lösningarna

ψ±(ϕ) =
1√
2π
e±imlϕ

ϕ är entydig endast om

ψ(ϕ) = ψ(ϕ + 2π) ⇒ eiml2π = 1

Uppfyllt för alla heltal m1 = 0,±1,±2, ...

Insätting (av t.ex ψ+) i SE ger
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Rotationskinetisk energi
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Kvantmekaniskt gäller
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h

λ
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λ

Kravet p̊a periodicitet (gäller alla v̊agor p̊a
ringen, även klassiska!) ger att
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Partikel i låda & partikel på ring

0 L

0, 0
( )

,   0,
x L

V x
x x L
< <

= ∞ < >

0,   
( )

,  
r R

V x
r R
=

= ∞ ≠

R

Låt lådan ha samma längd som 
cirkelns omkrets; L = 2πR
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Är ringen mer stabil 
än den linjära? 
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Repetition: Video 5-3 : Rörelsemängdsmoment i 3D

L̄ = r̄ × p̄ =
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= Lxx̂ + Lyŷ + Lzẑ =

= (rypz − pyrz) x̂ + (rzpx − pzrx) ŷ + (rxpy − pxry) ẑ

Motsvarande kvantmekaniska operatorer bildas helt analogt:
(OBS! (x̂, ŷ, ẑ) är enhetsvektorer, alla andraˆ-storheter är operatorer!)
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Repetition: Video 5-3 : Rörelsemängdsmoment i 3D (forts.)

I planpolära koordinater f̊as l̂z = −i~ ∂
∂φ

I sfäriska koordinater blir rörelsemängdsmomentets komponenter
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∂
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Dessa komponenter är komplementära, och kommuterar inte:

[l̂x, l̂y] = i~l̂z [l̂y, l̂z] = i~l̂x [l̂z, l̂x] = i~l̂y

Eftersom l̂x, l̂y, l̂z är parvis komplementära, kan vi (enligt Heisenbergs osäkerhetsrelation)
bara bestämma en komponent hos L̄ i taget!

Utg̊aende fr̊an uttrycken för komponenterna, verkar det som en bra idé att bestämma l̂z, och
allts̊a att alltid lägga z-axeln i den riktning vi vill bestämma projektionen av L̄.



Rotation i 3D

SE för r = r0 blir i sfäriska koordinater, och med v̊agfunktionen ψ = Y (θ, ϕ):
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, multiplicera b̊ada leden med sin2 θ och separera variabler:
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Y + β sin2 θY = − ∂2

∂ϕ2
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V.L. beror bara av θ, H.L. beror bara av ϕ ⇒ Y (θ, ϕ) måste vara en produkt av tv̊a
oberoende funktioner Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ) för att kunna gälla för alla (θ, ϕ).

Insättning av Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ) ger en ny ekvation i Θ(θ) och Φ(ϕ), utan partiella
derivator:
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Rotation i 3D (forts.)

(samma ekvation igen:)
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Eftersom V.L. och H.L. är oberoende (de har inga gemensamma variabler) måste b̊ada leden
vara konstanter. L̊at b̊ada sidorna ha värdet m2

l . H.L. blir d̊a:
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Denna ekvation har samma form som den för en partikel p̊a en ring, med lösningar

Φ±(ϕ) = A±e
±imlϕ , ml = 0,±1,±2, ...

För V.L. ger kravet att θ är ändlig och ψ(θ) periodisk att β = l(l + 1), l = 0, 1, 2, ...
och att ml = 0,±1,±2, ...,±l. Insättning av β i relationen ovan ger
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Vektormodellen för rörelsemängdsmoment

För ett kvantmekaniskt rörelsemängdsmoment kan
vi känna till dess storlek (|L̄|2 kan beräknas ur en-
ergin), och en av dess komponenter, t.ex. lz.

Om L̄2 och lz är kända, men inte lx och ly, bety-
der det att vi vet rörelsemängdsmomentets storlek,
och dess projektion p̊a en riktning (som vi väljer att
lägga i z-riktningen). För varje projektion lz ligger
vektorn L̄ n̊agonstans p̊a en kon.

I exemplet till höger är l = 2 ⇒
ml = 0,±1,±2

Möjliga värden p̊a lz ges av lz = ml~

och |L̄| är fixt för givet l:
lz = −2~,−~, 0, ~, 2~

∣
∣L̄
∣
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l(l + 1) = ~ · 2,45



Vektormodellen för rörelsemängdsmoment (forts.)

Observera:

•

∣
∣L̄
∣
∣ > lz, vilket betyder att L̄ aldrig är riktad i z-riktningen (om

det vore s̊a skulle b̊ade lx = ly = 0 och lz vara entydigt bestämda).

• Det är inget ”magiskt” med z-riktningen. Ur kvantmekaniken
följer att vi kan bestämma

∣
∣L̄
∣
∣ och dess projektion längs en rikt-

ning, och av praktiska skäl väljer man z-riktningen.

I klassisk fysik är rörelsemängdsmomentet L̄ en rörelsekonstant, men i kvantmekaniken, där
riktningen hos L̄ är okänd kan vi inte säga att vektorn konserveras, däremot konserveras
egenvärdena till L̂2 och l̂z.



Rymdkvantisering

ml är begränsad till 2l + 1 olika värden. Eftersom ml avgör orien-
teringen hos L̄, innebär det att

• Rotationsplanet bara kan anta vissa riktningar

• Orienteringen hos en roterande kropp är kvantiserad (relativt t.ex.
ett magnetfält, eller annan extern referens).

ml som ”magnetkvanttal”?

Om den roterande partikeln är laddad (t.ex. en e−) ger den upphov till
ett inducerat magnetfält vid rotationen, och dess storlek i z-riktningen

Bind ∝ Lz = ml~

s̊a att ml avgör storleken p̊a det inducerade magnetiska fältet, och
Bind blir d̊a ocks̊a kvantiserat.






