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Fö 4: Tunnling, harmonisk oscillator och tolkningar av 
kvantmekaniken

• Tunnling och förbjudna områden
• Partikeln i lådan med ändligt höga barriärer.
• Kvantmekanisk harmonisk oscillator.

• Diracs ”bracket”-notation.
• Tolkningar av kvantmekaniken



Video 4-1 : Tunnling

L̊at en v̊ag med energi E möta en potentialbarriär fr̊an vänster:
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Klassiskt gäller:
E < V0 : Reflektion
E > V0 : Transmission

Där V = 0 är partikeln fri, och lösningarna
ges av
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P̊a b̊ada sidor om barriären är
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Allmän lösning: ψ = CeKx +De−Kx.
(OBS! exponenterna ±Kx är reella!)
C = 0 eftersom ψ <∞ om a→ ∞ ⇒

ψ(x) = De−Kx inuti barriären.



Tunnling
En kvantmekanisk partikel kan befinna sig i ett område 
som är ”förbjudet” enligt klassisk teori (så länge V < ∞).

Sannolikheten för tunnling genom en potentialbarriär 
minskar exponentielt med barriärens tjocklek och 
partikelns massa.

Tunnling är viktigt för lätta partiklar som elektroner, men 
obetydligt för större partiklar, som molekyler.



Tunnling
V0

Klassiskt: 
E > V0 Partikeln bromsas av barriären, men fortsätter som före 

barriären när den passerat.
E < V0 Barriären är förbjudet område, partikeln reflekteras.

Kvantmekaniskt: (Alla områden är tillåtna)
E > V0 Partikeln ’sprids’ av barriären, fortsätter som före barriären 

när den passerat, eller reflekteras av barriären!
E < V0 Transmissionen igenom barriären beror av partikelns massa, 

samt barriärens höjd och bredd.



Partikel i ändlig potentialgrop

Klassiskt:
E > V0 Partikelns hastigheten ökar över gropen då V är lägre där.
E < V0 Endast möjligt att befinna sig i gropen.

Kvantmekaniskt:
E > V0 Partikeln är i ett obundet tillstånd (E ej kvantiserad). Partikeln kan 

reflekteras av gropen!
E < V0 Ändligt antal bundna tillstånd i gropen, penetration i gropens 

väggar.
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Partikel i ändlig potentialgrop

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu

I den ändliga potentialgropen 
penetrerar vågfunktionerna väggarna, 
med exponentiellt avtagande amplitud. 

Vågfunktionen avtar snabbast för
tillstånd nära botten (V0 – E stort).

E < V0 ger ett ändligt 
antal bundna tillstånd.

V0

E > V0 : partikeln är obunden, 
alltså E ej kvantiserad.



Partikel i ändlig potentialgrop

Två potentialbrunnar med 
samma bredd: Energinivåer för 
en elektron i en grop med djupet 
64 eV jämfört med en oändligt 
djup grop med samma bredd.

Penetrationen i brunnens väggar ger en viss förstoring av boxen 
och alltså längre våglängder, vilket sänker energinivåerna.

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu



Tunnling

Tunneldiod
switchfrekvens

~109 Hz

α-sönderfall (emission av 4He)
via tunnling ut ur kärnan
(1928, George Gamow)



Ammonium-inversion

NH3

N-atomen tunnlar igenom H3-planet mot 
Coulomb-repulsionen ca 1010 ggr/s.



Finns hydroxymetylen, H-C-OH?

Schreiner, Nature, 453, 906 (2008)

Förekomsten av hydroxymetylen,
H–C–OH, förutsågs redan på
1920-talet, men försök att observera
denna (och andra alkoxykarbener*)
har misslyckats.

Teoretiska beräkningar förutser
att hydroxymetylen skall gå att
isolera, men nyligen visades
att hydroxymetylen omvandlas
till formaldehyd med en halveringstid 
på 2h vid 11 K via vätetunnling
genom en barriär på 125 kJ/mol.

*Karbener är neutrala kolatomer 
med två odelade valenselektroner.



Ring expansion of 
1-methylcyclobutyl-
fluorocarbene at 8 K
involves carbon tunneling.

The tunneling contribution
to the rate is 152 orders
of magnitude greater than 
the contribution from 
passage over the barrier
(barrier height 27 kJ/mol).

Science 299, 867 (2003)



Tunnling i kemiska reaktioner

Reaktanter Produkter

Reaktanter Produkter

’Transition state’

’Minimum energy path’, MEP



Video 4-2 : Harmonisk svängning

Betrakta en partikel i en
harmonisk potential:
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2
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Randvillkor : ψ → 0 om x→ ±∞

Lösningar:
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Harmonisk oscillator

Skillnader mot klassisk 
oscillator:

• Sannolikhetsfördelningen
• Vändlägen
• Nollpunktsenergi

Likheter med partikeln i lådan:

• Kvantiserade energier
• Nollpunktsenergi
• Oscillerande lösningar



Klassisk oscillator

Kvantmekanisk oscillator

Sannolikhetstätheter för partikelns läge

ν = 0 ν = 1

0
3
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E ω= 0
1
2

E ω= 



Klassisk oscillator (E = Eν=10) Kvantmekanisk oscillator, ν = 60

Klassiskt
(för samma energi)

Illustration av Bohrs korrespondensprincip:

Ett kvantmekaniskt systems egenskaper närmar sig klassiskt beteende vid 
höga kvanttal.

Konkret innebär detta t.ex. att sannolikhetstätheter vid höga kvanttal måste 
närma sig de klassiskt förväntade sannolikhetsfördelningarna.
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