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F'6 3: Superposition, Hesenbergs osakerhetsrelation och ”partikeln i ladan”

e Repetition: Operatorer, vantevarden och superposition.
e Heisenbergs osakerhetsrelation och dess konsekvenser.

e Partikeln i ladan fran start till mal.

e Partikeln i ladan i tva dimensioner.

e Degeneration.



Repetition: Video 2-5 : Operatorer

Till varje observabel (matbar Operatorn for en storhet fas ur det
storhet) ar associerat en operator, klassiska uttrycket for storheten,
vars egenvarden ger den sokta men dar variablerna for lage och
storheten efter operation pa 1 rorelsemangd ersatts med x
respektive p.
Exempel:
Hy=FE
4 4 Storhet Operator
Pa) = pap x,T T, T
Px _Zh%
2 2 2
_ D e
F=om  ~omye

Viz) Viz)



Repetition: Video 2-6 : Matning och vantevarden

Vid matning av en observabel som
svarar mot operatorn Q, kommer
alla mojliga utfall w att vara
egenvarden till Q:

szww

OBS! Detta galler endast om ett
egenvarde existerar, vilket oftast
inte ar fallet om v ar en
superposition!

Vid upprepade matningar av en
observabel ) (pa identiska system),
ges medelvardet (vantevardet) av:

[ *Qupdr
[ w*abdr

OBS! Integralen i namnaren

/ Y pdr = 1 om 1 normerad

< () >=

d7 indikerar integration over 'hela
rymden’



Bestam p, for en fri partikel!

Losning av SE gav Vi kan berdkna (1p44) 1 stéllet!
ikx —ikx .
Y =9+ +y-=Ae™ + Be J Wiabstban do
" " (Yaa) = -
Med A=B = 4= Ae"" + Ae™ "™ fwAAwAA dx
p Waa = 2A cos kx insatt 1 taljaren ger:
o)y = —ih— (Ae'™) = hk
Pty [ e ( € ) Yy . ]
och p,Yp- = —hk - = p, ==xhk / 2A cos kx (—zhd—) 2A cos kx dx =
T
A _ A d A 1kx A —ikx\ __ e
Pathan =~ da (A + Ae™) = — (R4 A* / cos kx(k)(— sin kx)dx =
= hk (Ae™ — Ae™"") o0
~ ~~ ~ . I
#aA / coskrsinkx = 5 sin 2kx /
Wa4 ar en superposition, vid matning av p, _ _imoA? teo Sk dar — 0
fas antingen hk eller —hk, d.v.s. p, saknar - e S il =

\ & 7

entydigt varde i detta fall. ~




Video 3-1 : Heisenbergs osakerhetsrelation

"Det ar omojligt att med godtycklig precision bestamma bade en partikels
position och rorelsemangd.”

ApAx > h/?2

Osiékerheterna A ér valdefinierade (rms-varden), t.ex.:

Ap:\/<p2>—<p>2 Az =+V<a2> < g >2

Osakerhetsrelationen galler for varje par av komplementara
(icke-kommuterande) variabler, d.v.s. sadana att

Q11 # Qo
|E,t] och |pg, x| dr komplementéra, men inte t.ex. [ps, yl.

Kommutatorn till operatorerna €21 och Q9 ges av [Ql, QQ] = (10 — Qo)



Superposition av vagor

En plan vag har valdefinierad rorelsmangd,
men som en konsekvens (av Heisenbergs
osikerhetsrelation) ér den helt delokali-
serad, d.v.s. dess lage ar helt obestamt.

Annorlunda uttryckt:

Om p, = hk, d.v.s. bestamd, sa galler
for osakerheten i p, att Ap, — 0.
Da maste Az — oo om olikheten i
osakerhetsrelationen ska vara uppfylld.

Genom att summera manga vagor med
olika p kan vi skapa en vag som ar (battre)
lokaliserad, d.v.s. med mindre osakerhet
i x, men till priset av att p blir mer
obestamd.




Vagpaket — en lokaliserad vagfunktion

Ett vagpaket ar en superposition av plana vagor med olika vaglangd, och ger en total
amplitud ("envelope”) som ar lokaliserad till ett begransat intervall.

¢<ZC, t) _ Z Aiei(kix—wt)

Grupphastigheten ar vagpaketets
(envelopens) hastighet, och aven
den klassiska hastigheten:

dw

V, = —
T dk
Fashastigheten ar hastigheten hos
enstaka vagor i paketet:
W
Uf = —

k

Ak =0 och Ax =1/0

1k

05

Fordelning av
vagvektorer

v, grupphastighet

v, fashastighet




Superposition och dubbelspalten

Vi kan beskriva vad som hander nar en partikel passerar dubbelspalten i1 termer av
superposition, alltsa vad vi menar nar vi sager att "partikeln gar genom bada spalterna”.

Spalterna fungerar som ett filter som delar v, 1 tva kom-
ponenter:
Yuy = 11 + 1o .
4

”

Tillstanden 17 och 1)y paverkas oberoende av varandra i Vin Wt
spalterna, och orsakar interferens i 1),;, som nu innehaller l WV,

information fran bada spalterna (och om hur 1, och 1),

paverkats). \




Diffraktion 1 dubbelspalt

(1)

D}’—:F#D
é#E1~f**”'”[
Pf:lrtlkel- p:é:::# _____________ 1y (2) Teleskop
kalla T —
T D
S Sz

Kan vi "lura” systemet for att se vilken vag en partikel tar?

(1) Genom att placera en detektor vid en spalt for att se om en partikel passerar dar?
Nej, det paverkar systemet sa att interferensmonstret 16ses upp (jfr Heisenberg).

(2) Genom att placera teleskop bakom skarmen So, och precis nar partikeln har passerat
skarmen Sy, rycka bort skarmen och se genom vilken spalt partikeln passerar?

Nej, se Wheeler’s experiment!



(1) Heisenberg och dubbelspalten

Kan vi inte titta pa en av spalterna i ett
mikroskop, och se nar partikeln passerar
denna spalt?

For att kunna skilja spalterna at maste det
ljus vi anvander ha en vaglangd Ay < d

En sadan foton har rorelsemangden
pr= A—hf > %, och Ap for en partikel som
belyses av fotonen blir da

h
Ap =~ pg > p = dAp = h (jfr Heisenberg!)
Om Ap # 0 far aven riktningen en
osakerhet:
Ap h A h
Ap=—>—=—= |ty Apart = —
TT o Tpd d [ ;o p]

Osakerheten i riktning ger en osakerhet i
positionen pa Ss,

L)
Ax = LAp > —
d
Detta ar avstandet mellan maxima i

interferensmonstret.

= Interferensmonstret 1oses upp!

= Matningen stor systemet sa att det
studerade fenomenet forsvinner!



(2) Wheeler’s delayed choice experiment

Nar bestammer sig en foton om den ska upptrada som vag eller partikel?
Interferens via straldelare (‘beamsplitters’, BS) i stallet for spalter.

mirror
/

@ detectors

>

Single-photon
pu]|5\e L

BSinput

mirror
/

Pan 2 @

mirror

Single-photon
pu]|5\e L

’,
output

2

BSinput

mirror

detectors
D2

En foton passerar igenom eller reflekteras av
BS,,,t Och tar vag 1 eller vag 2 med lika stor
sannolikhet, och detekteras av D1 eller D2.

Fotonen har valt en av vagarna, och upptrader
som en partikel.

Med BS,, | stralens vag fas interferens vid
D1 och D2, och fotonen maste ha tagit bade
vag 1 och vag 2, som en vag.

Narvaron av BS,;,,; avgor alltsa om partikeln
visar vag- eller partikelbeteende vid BS;,, ;.

Vad hander om vi valjer att ta bort eller satta

in BS

output

forst efter att BS,

har passerats?
Jacques et al., Science 315, 966 (2007).

nput



Alternativen att ha, eller att inte ha, Path 2 @

: oy .o . N detectors
BS,.put | Stralgangen utesluter varandra. mirror .

) Single-photon — +° @

Om valet gors (slumpmassigt) efter att pulse ~ BSupu
fotonen har passerat BS,,; kan inte
fotonen 'veta’ vilket experiment som ska Bs/é Path 1 mirror
utforas. input

Experiment visar att fotonens beteende i interferometern bestams
av vilken observabel som mats (vagval eller interferens), alltsa av

laget hos BS,,; nar fotonen passerar denna, oavsett dess lage da
fotonen passerar BS

input-

(Alternativt har partikeln vid ingangen information fran framtiden,
vilket skulle krava att information sands fortare an ljuset.)

:> En partikels vag- eller partikelnatur ar odefinierade tills dess

en matning gors i systemet!
Jacques et al., Science 315 (5814), 966-968,
2007. DOI: 10.1126/science.1136303



" Partikeln i ladan” — Endimensionell oandlig potentialgrop

Betrakta en partikel med massan m 1 omradet  ppy)oe 00
. : Coe A A
0 <z <L, dar V(x) =0, och potentialen i ovrigt — oo0.
Losningen till SE for denna partikel mellan 0 och L ar
densamma som for en fri partikel, men av praktiska skal
skriver vi nu losningen
k2h?
: >
Ui(z) = Csinkx + Dcoskx, FEi= o 0 7 o

Randvillkor
For x < 0 och x > L gar V(x) — oo, varfor partikeln inte kan finnas dar (dvs [¥]* = 0),
men W maste vara kontinuerlig, sa W (0) = Wi (L) = 0.

Villkoret W(0) =0= D =0
Villkoret Wi (L) =0 = CsinkL =0 = kL =nnm, n= heltal

n kan inte vara 0, eftersom k = nw/L = 0 innebar att sin kx = 0 och darmed &ven att
Ui(x) = 0 overallt. Vi byter ut indexet k& mot n, och har da féljande 16sningar till

Schrodingerekvationen:
nmx

\Ijn(ZU) — ('sin T, n = 1,2,3



Normering
Vi kraver att

+00 L
1= / WA dr = C2/81n2 n_z:cdx =
—00 0

I >
ot o=z
5 = 7

Den kompletta losningen ar alltsa

2
Un(x) = \/gsin? 0<x<L

n2h?

En — )
Sm L2

n=123.

n ar ett kvanttal.

E/(h 2/8mL2?)

16

©

_ ¥,
_|‘"Pn|2




Repetition: Video 2-7 : Linjarkombinationer av tillstand — superposition

Om funktionerna ; ar mojliga tillstand, och ar egenfunktioner till operatorn Q, d.v.s.:
Qwi = Wi
sa ar ocksa linjarkombinationer (superpositioner) av 1; mojliga tillstand,
U = 1)1 + cothg + c33 + ... (¢ ar basvektorer for V)
Om alla 1); ar normerade, sa ar W normerad om »_ |¢;|* = 1.
Vid en matning av en storhet hos W kommer...
1. Egenvardet for ett av tillstanden 1); att erhallas.

2. Sannolikheten att erhalla egenvardet for tillstandet ¢ vid en matning att vara
proportionellt mot |¢;]?.

3. Medelvardet av ett stort antal matningar att ges av vantevardet av variabelns operator
< ) >:

<) >= / UQUdr

Vid en matning av storheten €2 i systemet U erhalls ett av alla mojliga egenvarden w;, och
vagfunktionen ¥ kollapsar till motsvarande tillstand ;.



Superposition av tillstand 1 " partikeln i ladan”

Varje linjarkombination av losningarna 1), till SE for partikeln i ladan, ar ocksa en losning
till SE for partikeln i ladan, t.ex.

1 1 V11
U = —)y + — -
2% 4%4— 1 %

Y, ar normerade egenfunktioner med energiegenvarden F4, 4E;, 9F,, d.v.s.

Hiy = Evpy, Hiy = 4E), Hips = 9F s

U ar normerad, om alla 1),, ar normerade och

2
1\ /1\° (V11 11 11
Ylel=(5) +(7) +{F ) =5+=+==1
2 4 4 4 16 16
Vid en matning av energin i tillstandet W kollapsar vagfunktionen till ett av tillstanden ),

med sannolikheten |c;|?, och systemets energi ges av (energi)egenvardet till ).

Medelvardet av energin ges av

1 1 11 107
> lel’En = T Bit o AB + - 9B =~ By = 6TE,



Superposition av tillstand 1 7 partikeln i ladan”

Hiy = Byt

1 1 \/ﬁ 141 1¥1

V= glbl + Zl% + T@/)Es [fwz = 4 FEo
Hps = 9E 1

L Ll 1 11 (1 1
(E) :/0 \I’*H‘I’dﬂf:/o (§W+ZU)§+§¢§) H (§¢1+Z¢2+

\/_

VT
al

L
1 1 11 1 1 11
— / —@bf + —wg + —wg — Iy + 4By + —9F 13 | dox =
o\ 1 > 1

1 L 1 L 9v/11 L
= EEl / wikwldﬂf + §E1 / wlwgdiﬁ + 3 E1 f ?f]??,bgdﬂ?%—
0 0 0

1 L 1 L
—E1 / w;wldiﬂ + —E1 / w;wgdx +
9.11

—E1/ Paprdr + —E1/ Ysbadx +

99 107

9\/ﬁ b
E1 / wagdﬂﬁ—’—

Elf Yaihsdr =

1
—E1+0+0+0+ -F14+04+0+0+—=F, =—F =67k

4 4 16 16



Superposition av tillstand 1 7 partikeln i ladan”

Hiy = Byt

1 1 \/ﬁ 141 1¥1

V= 5% + Zl% + T@/)Es [?102 = 4 FEo
Hps = 9E 1

L Ll 1 11 (1 1
(E) = /0 VHVdz = /0 (?/JT + Z’D;’ + %@) H (5% + Z% +
V11

V11

R

Vi1 )daj

L
1 1 1 1
— - — =D —4F —OF dr =
/0 (2¢1+4¢2+ 1 ¢3) (2 1¢1+4 102 + 1 1¢3> x

1 £ 1 & 9v/11 e
0 0 0

9\/ﬁ L
E1 / wagdl’—’—

1 L 1 L
—E1 f w;wldi’ -+ —E1 / w;wgdﬁc +
9.11

—E1/ Paipdx + —E1/ Ysadx +

99 107

El/ Y31hsdr =

1
—E1+0+0+0+ -F14+04+0+0+—=F, =—F =67k

4 4 16 16



Video 3-2 : Tvadimensionell (2D) rorelse: Partikel i kvadratisk lada

Vie,y) =0 : 0<z<L0<y<L
Viz,y) >0 - x<0,z>L; y<0,y>L
Schrodingerekvationen blir:

(A2 @2
_ — B
2m ( " d?ﬂ) v=~v

dx?

AN

Rérelserna i z- och y-led &r oberoende i detta system, sa att H = T,(x) + T,(y). Anséatt
darfor ¥(x,y) = X ()Y (y), och E = E, + E,,.
h? [ d? d? ] h? [ d*X d’Y

XY +—XY Y—+X—|=F XY =
dx? +dy dx? dy2]

N dividera h 1 d*°X h 1 d%Y _ 5
med XY omX dz?  2mY dy?

2m




Video 3-2 : Tvadimensionell (2D) rorelse: Partikel i kvadratisk lada (forts.)

h2 42
{ —%—@@X 0.X
%@Y = E)Y
Losningar:
2 Ny TT h2n%
an = ESIDT7 EI L2’ N, = 1,2737
. - h2N2
Yny — %SlnyTy7 E, SmLyQ, n, =1,2,3,
2 . ngTx . NyTY 9 2 h’
Unpmy (@, y) = X, ()Y, (y) = 7 S TR By y = (0 + ny>8mL2

Tillstanden 1)y o och 15 1 motsvarar olika vagfunktioner som har samma energi
= degeneration!



Partikel 1 kvadratisk lada — energinivaer

2 N, T Toq T
€T — Zgin X" gin Y Y
wnx,ny( Y)

L L L

h2
2 | 2 2 | 2

naj7ny — 17 27 3,

(5,2)or(2,5)

29E

Dor(l,5
(5,1) or(1,5) 26E0
GhoGa 2ok
@202 £y
5,2 18E
QDo @D 7E
(3,2)or(2,3) 13Eo
(3,1 or(1,3) 10Eo
(2,2) 8Eq

2
2,Dor(1,2) 5Eo
1,1) s
Energy

(ny, ny)



Partikel 1 kvadratisk lada — vagfunktioner




Degeneration i kvadratisk lada

4\
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(g, ny) = (1,7) eller (7,1)

(ng, ny) = (5,9)

Det finns tre olika vagtfunktioner som har energin 50E]
= Denna energiniva ar trefaldigt degenererad .



Degeneration — allmant

Om flera linjart oberoende vagfunktioner (olika losningar till SE) ger samma

(energi)egenvarde till Hamiltonoperatorn, ségs 1osningarna vara
degenererade.

Ex: Nivan Eq bestar av tre tillstand, och energinivan sags vara trefaldigt
degenererad .

Ey

EO_





