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Fö 3: Superposition, Hesenbergs osäkerhetsrelation och ”partikeln i l̊adan”

• Repetition: Operatorer, väntevärden och superposition.

• Heisenbergs osäkerhetsrelation och dess konsekvenser.

• Partikeln i l̊adan fr̊an start till m̊al.

• Partikeln i l̊adan i tv̊a dimensioner.

• Degeneration.



Repetition: Video 2-5 : Operatorer

Till varje observabel (mätbar
storhet) är associerat en operator,
vars egenvärden ger den sökta
storheten efter operation p̊a ψ

Exempel:

Ĥψ = Eψ

p̂xψ = pxψ

Operatorn för en storhet f̊as ur det
klassiska uttrycket för storheten,
men där variablerna för läge och
rörelsemängd ersätts med x̂
respektive p̂.

Storhet Operator
x, r̄ x, r̄

px −i~ d
dx

T = p2

2m − ~
2

2m
d2

dx2

V (x) V (x)



Repetition: Video 2-6 : Mätning och väntevärden

Vid mätning av en observabel som
svarar mot operatorn Ω̂, kommer
alla möjliga utfall ω att vara
egenvärden till Ω̂:

Ω̂ψ = ωψ

OBS! Detta gäller endast om ett
egenvärde existerar, vilket oftast
inte är fallet om ψ är en
superposition!

Vid upprepade mätningar av en
observabel Ω (p̊a identiska system),
ges medelvärdet (väntevärdet) av:

< Ω >=

∫
ψ∗Ω̂ψdτ
∫
ψ∗ψdτ

OBS! Integralen i nämnaren
∫

ψ∗ψdτ = 1 om ψ normerad

dτ indikerar integration över ’hela
rymden’



Bestäm px för en fri partikel!

Lösning av SE gav

ψ = ψ+ + ψ− = Aeikx +Be−ikx

Med A = B ⇒ ψAA = Aeikx + Ae−ikx

p̂xψ+ = −i~ d
dx

(
Aeikx

)
= ~k ψ+

och p̂xψ− = −~k ψ− ⇒ px = ±~k

p̂xψAA = −i~ d
dx

(
Aeikx + Ae−ikx

)
=

= ~k
(
Aeikx − Ae−ikx

)

︸ ︷︷ ︸
6=ψAA

ψAA är en superposition, vid mätning av px
f̊as antingen ~k eller −~k, d.v.s. px saknar
entydigt värde i detta fall.

Vi kan beräkna 〈ψAA〉 i stället!

〈ψAA〉 =
∫
ψ∗
AAp̂xψAA dx∫
ψ∗
AAψAA dx

ψAA = 2A cos kx insatt i täljaren ger:

+∞∫

−∞

2A cos kx

(

−i~ d
dx

)

2A cos kx dx =

= i~4A2

+∞∫

−∞

cos kx(k)(− sin kx)dx =

/

cos kx sin kx =
1

2
sin 2kx

/

= −i~2A2

∫ +∞

−∞
sin 2kx dx

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0



Video 3-1 : Heisenbergs osäkerhetsrelation

”Det är omöjligt att med godtycklig precision bestämma b̊ade en partikels
position och rörelsemängd.”

∆p∆x ≥ ~/2

Osäkerheterna ∆ är väldefinierade (rms-värden), t.ex.:

∆p =

√

< p2 > − < p >2 ; ∆x =
√

< x2 > − < x >2

Osäkerhetsrelationen gäller för varje par av komplementära
(icke-kommuterande) variabler, d.v.s. s̊adana att

Ω̂1Ω̂2ψ 6= Ω̂2Ω̂1ψ

[E, t] och [px, x] är komplementära, men inte t.ex. [px, y].

Kommutatorn till operatorerna Ω̂1 och Ω̂2 ges av [Ω̂1, Ω̂2] = Ω̂1Ω̂2 − Ω̂2Ω̂1



Superposition av v̊agor

En plan v̊ag har väldefinierad rörelsmängd,
men som en konsekvens (av Heisenbergs
osäkerhetsrelation) är den helt delokali-
serad, d.v.s. dess läge är helt obestämt.

Annorlunda uttryckt:
Om px = ~k, d.v.s. bestämd, s̊a gäller
för osäkerheten i px att ∆px → 0.
D̊a måste ∆x → ∞ om olikheten i
osäkerhetsrelationen ska vara uppfylld.

Genom att summera många v̊agor med
olika p kan vi skapa en v̊ag som är (bättre)
lokaliserad, d.v.s. med mindre osäkerhet
i x, men till priset av att p blir mer
obestämd.



V̊agpaket – en lokaliserad v̊agfunktion

Ett v̊agpaket är en superposition av plana v̊agor med olika v̊aglängd, och ger en total
amplitud (”envelope”) som är lokaliserad till ett begränsat intervall.

ψ(x, t) =
∑

i

Aie
i(kix−ωt)

Grupphastigheten är v̊agpaketets
(envelopens) hastighet, och även
den klassiska hastigheten:

vg =
dω

dk

Fashastigheten är hastigheten hos
enstaka v̊agor i paketet:

vf =
ω

k

∆k = σ och ∆x = 1/σ



Superposition och dubbelspalten

Vi kan beskriva vad som händer när en partikel passerar dubbelspalten i termer av
superposition, allts̊a vad vi menar när vi säger att ”partikeln g̊ar genom b̊ada spalterna”.

Spalterna fungerar som ett filter som delar ψin i tv̊a kom-
ponenter:

ψut = c1ψ1 + c2ψ2

Tillst̊anden ψ1 och ψ2 p̊averkas oberoende av varandra i
spalterna, och orsakar interferens i ψut, som nu inneh̊aller
information fr̊an b̊ada spalterna (och om hur ψ1 och ψ2

p̊averkats).



Diffraktion i dubbelspalt

Kan vi ”lura” systemet för att se vilken väg en partikel tar?

(1) Genom att placera en detektor vid en spalt för att se om en partikel passerar där?

Nej, det p̊averkar systemet s̊a att interferensmönstret löses upp (jfr Heisenberg).

(2) Genom att placera teleskop bakom skärmen S2, och precis när partikeln har passerat
skärmen S1, rycka bort skärmen och se genom vilken spalt partikeln passerar?

Nej, se Wheeler’s experiment!



(1) Heisenberg och dubbelspalten

Kan vi inte titta p̊a en av spalterna i ett
mikroskop, och se när partikeln passerar
denna spalt?

För att kunna skilja spalterna åt måste det
ljus vi använder ha en v̊aglängd λf < d

En s̊adan foton har rörelsemängden
pf =

h
λf
> h

d , och ∆p för en partikel som

belyses av fotonen blir d̊a

∆p ≈ pf >
h

d
⇒ d∆p & h (jfr Heisenberg!)

Om ∆p 6= 0 f̊ar även riktningen en
osäkerhet:

∆ϕ =
∆p

p
>

h

pd
=
λ

d

[

ty λpart =
h

p

]

Osäkerheten i riktning ger en osäkerhet i
positionen p̊a S2,

∆x = L∆ϕ >
Lλ

d

Detta är avst̊andet mellan maxima i
interferensmönstret.
⇒ Interferensmönstret löses upp!
⇒ Mätningen stör systemet s̊a att det
studerade fenomenet försvinner!



(2) Wheeler’s delayed choice experiment
När bestämmer sig en foton om den ska uppträda som våg eller partikel?

Interferens via stråldelare (’beamsplitters’, BS) i stället för spalter.

Med BSoutput i strålens väg fås interferens vid 

D1 och D2, och fotonen måste ha tagit både 

väg 1 och väg 2, som en våg. 

Närvaron av BSoutput avgör alltså om partikeln 

visar våg- eller partikelbeteende vid BSinput. 

En foton passerar igenom eller reflekteras av 

BSinput och tar väg 1 eller väg 2 med lika stor 

sannolikhet, och detekteras av D1 eller D2.

Fotonen har valt en av vägarna, och uppträder 

som en partikel.

Jacques et al., Science 315, 966 (2007).

Vad händer om vi väljer att ta bort eller sätta 

in BSoutput  först efter att BSinput har passerats? 



Jacques et al., Science 315 (5814), 966-968, 

2007. DOI: 10.1126/science.1136303

Alternativen att ha, eller att inte ha, 

BSoutput i strålgången utesluter varandra.

Om valet görs (slumpmässigt) efter att 

fotonen har passerat BSinput kan inte 

fotonen ’veta’ vilket experiment som ska 

utföras. 

Experiment visar att fotonens beteende i interferometern bestäms 

av vilken observabel som mäts (vägval eller interferens), alltså av 

läget hos BSoutput när fotonen passerar denna, oavsett dess läge då 

fotonen passerar BSinput.

(Alternativt har partikeln vid ingången information från framtiden, 

vilket skulle kräva att information sänds fortare än ljuset.)

En partikels våg- eller partikelnatur är odefinierade tills dess

 en mätning görs i systemet!



”Partikeln i l̊adan” – Endimensionell oändlig potentialgrop

Betrakta en partikel med massan m i omr̊adet
0 ≤ x ≤ L, där V (x) = 0, och potentialen i övrigt → ∞.
Lösningen till SE för denna partikel mellan 0 och L är
densamma som för en fri partikel, men av praktiska skäl
skriver vi nu lösningen

Ψk(x) = C sin kx +D cos kx, Ek =
k2~2

2m

Randvillkor

För x < 0 och x > L g̊ar V (x) → ∞, varför partikeln inte kan finnas där (dvs |Ψ|2 = 0),
men Ψ måste vara kontinuerlig, s̊a Ψk(0) = Ψk(L) = 0.

Villkoret Ψk(0) = 0 ⇒ D = 0

Villkoret Ψk(L) = 0 ⇒ C sin kL = 0 ⇒ kL = nπ, n = heltal

n kan inte vara 0, eftersom k = nπ/L = 0 innebär att sin kx = 0 och därmed även att
Ψk(x) = 0 överallt. Vi byter ut indexet k mot n, och har d̊a följande lösningar till
Schrödingerekvationen:

Ψn(x) = C sin
nπx

L
, n = 1, 2, 3...



Normering

Vi kräver att

1 =

+∞∫

−∞

|Ψ|2dx = C2

L∫

0

sin2
nπx

L
dx =

= C2L

2
⇒ C =

√

2

L

Den kompletta lösningen är allts̊a

ψn(x) =

√

2

L
sin

nπx

L
0 ≤ x ≤ L

En =
n2h2

8mL2
, n = 1, 2, 3...

n är ett kvanttal.



Repetition: Video 2-7 : Linjärkombinationer av tillst̊and – superposition

Om funktionerna ψi är möjliga tillst̊and, och är egenfunktioner till operatorn Ω̂, d.v.s.:

Ω̂ψi = ωiψi

s̊a är ocks̊a linjärkombinationer (superpositioner) av ψi möjliga tillst̊and,

Ψ = c1ψ1 + c2ψ2 + c3ψ3 + ... (ψi är basvektorer för Ψ)

Om alla ψi är normerade, s̊a är Ψ normerad om
∑ |ci|2 = 1.

Vid en mätning av en storhet hos Ψ kommer...

1. Egenvärdet för ett av tillst̊anden ψi att erh̊allas.

2. Sannolikheten att erh̊alla egenvärdet för tillst̊andet i vid en mätning att vara
proportionellt mot |ci|2.

3. Medelvärdet av ett stort antal mätningar att ges av väntevärdet av variabelns operator
< Ω >:

< Ω >=

∫

Ψ∗Ω̂Ψdτ

Vid en mätning av storheten Ω i systemet Ψ erh̊alls ett av alla möjliga egenvärden ωi, och
v̊agfunktionen Ψ kollapsar till motsvarande tillst̊and ψi.



Superposition av tillst̊and i ”partikeln i l̊adan”

Varje linjärkombination av lösningarna ψn till SE för partikeln i l̊adan, är ocks̊a en lösning
till SE för partikeln i l̊adan, t.ex.

Ψ =
1

2
ψ1 +

1

4
ψ2 +

√
11

4
ψ3

ψn är normerade egenfunktioner med energiegenvärden E1, 4E1, 9E1, d.v.s.

Ĥψ1 = E1ψ1, Ĥψ2 = 4E1ψ2, Ĥψ3 = 9E1ψ3

Ψ är normerad, om alla ψn är normerade och

∑

|cn|2 =
(
1

2

)2

+

(
1

4

)2

+

(√
11

4

)2

=
1

4
+

1

16
+
11

16
= 1

Vid en mätning av energin i tillst̊andet Ψ kollapsar v̊agfunktionen till ett av tillst̊anden ψi
med sannolikheten |c1|2, och systemets energi ges av (energi)egenvärdet till ψi.

Medelvärdet av energin ges av

∑

|cn|2En =
1

4
E1 +

1

16
4E1 +

11

16
9E1 =

107

16
E1 = 6,7E1





= 0

= 1



Video 3-2 : Tv̊adimensionell (2D) rörelse: Partikel i kvadratisk l̊ada

V (x, y) = 0 : 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ L

V (x, y) → ∞ : x < 0, x > L ; y < 0, y > L

Schrödingerekvationen blir:

− ~
2

2m

(
d2

dx2
+
d2

dy2

)

ψ = Eψ

Rörelserna i x- och y-led är oberoende i detta system, s̊a att Ĥ = T̂x(x) + T̂y(y). Ansätt
därför ψ(x, y) = X(x)Y (y), och E = Ex + Ey.

− ~
2

2m

[
d2

dx2
XY +

d2

dy2
XY

]

= − ~
2

2m

[

Y
d2X

dx2
+X

d2Y

dy2

]

= E XY ⇒

⇒
/

dividera
med XY

/

⇒ − ~
2

2m

1

X

d2X

dx2
− ~

2

2m

1

Y

d2Y

dy2
= E



Video 3-2 : Tv̊adimensionell (2D) rörelse: Partikel i kvadratisk l̊ada (forts.)

{

− ~
2

2m
d2

dx2
X = ExX

− ~
2

2m
d2

dx2
Y = EyY

Lösningar: 





Xnx =
√

2
L sin

nxπx
L , Ex =

h2n2x
8mL2

, nx = 1, 2, 3, ...

Yny =
√

2
L sin

nyπy

L , Ey =
h2N2

y

8mL2
, ny = 1, 2, 3, ...

ψnx,ny(x, y) = Xnx(x)Yny(y) =
2

L
sin

nxπx

L
sin

nyπy

L
, Enx,ny = (n2x + n2y)

h2

8mL2

Tillst̊anden ψ1,2 och ψ2,1 motsvarar olika v̊agfunktioner som har samma energi
⇒ degeneration!



Partikel i kvadratisk l̊ada – energiniv̊aer

ψnx,ny(x, y) =
2

L
sin

nxπx

L
sin

nyπy

L

Enx,ny =
(

n2x + n2y

) h2

8mL2
=
(

n2x + n2y

)

E0

nx, ny = 1, 2, 3, ...



Partikel i kvadratisk l̊ada – v̊agfunktioner

|ψnx,ny(x, y)|2 (1)



Degeneration i kvadratisk l̊ada

(nx, ny) = (5, 5)

(nx, ny) = (1, 7) eller (7, 1)

Det finns tre olika v̊agfunktioner som har energin 50E0
⇒ Denna energiniv̊a är trefaldigt degenererad .



Degeneration – allmänt

Om flera linjärt oberoende v̊agfunktioner (olika lösningar till SE) ger samma
(energi)egenvärde till Hamiltonoperatorn, sägs lösningarna vara
degenererade.

Ex: Niv̊an E1 best̊ar av tre tillst̊and, och energiniv̊an sägs vara trefaldigt

degenererad .




